
潘洛斯多邊形性質與
非週期性密鋪之研究
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此篇研究由台中數學輔導團神秘幾何體積（空間概念謎題）的題目開始，我用了兩個拆解圖形的方式計算出潘
洛斯三角形的體積，並延伸到潘洛斯多邊形體積。兩個不同計算體積的方式導出通式後，其中一個方式發現了潘洛
斯三角形長短邊的限制關係。接著我想了解潘洛斯多邊形的投影面積和體積是否有關係，後來發現似乎沒有顯著的
明顯關係。於是我想知道潘洛斯三角形該如何轉動，是否有固定的角度才可以因錯視而成為一個三角形。最後再研
究潘洛斯的密鋪圖形，得知其為非週期性的密鋪，在找尋資料後發現王氏磚也是非週期性的密鋪，於是我由王氏磚
的定義出發，利用巴斯卡三角形和二項式定理找出正三角形的所有圖形，並進行非週期性的密鋪。

電腦、GSP軟體、紙、筆 、SketchUp軟體、Excel軟體、GGB軟體、3D列印機、XYZmarker 

（一）用不同的方式拆解潘洛斯三角形，並計算出潘洛斯三角形的體積通式，且找出其長短邊的限制關係。
（二）用不同方式計算潘洛斯多邊形的體積通式，並發現只要一看到潘洛斯三角形，知道其表面的邊長，即可得出

其體積。
（三）計算潘洛斯三角形投影面積，將資料放入EXCEL中，分析面積和體積的關係。
（四）想知道潘洛斯三角形如何轉動才可以得到一個錯視的三角形，並計算其轉動的角度。
（五）由王氏磚定義出發，利用巴斯卡三角形和二項式定理找出正三角形的所有種類，並進行非週期性的鋪磚研究

當已決定要做數學科展時，我著手找尋資料中偶然發現了一篇有關潘洛斯三角形體積的文章–神秘幾何體積
（空間概念謎題）–台中市國中數學領域輔導團。對於裡面的潘洛斯三角形相當有興趣，於是便開始搜尋歷屆作品，
其中還未發現這一類的作品，且本身對於潘洛斯三角形這種錯覺的圖形覺得特別有興趣，也在想著若是潘洛斯三角
形的邊數越大，他的維度變大看起來就像扭曲的形體，我覺得他會很像莫比烏斯環，想知道自己這樣的假說是否成
立，便開始著手研究其各種性質，並希望可以找出潘洛斯三角形的性質和應用。在做完之後我便開始研究非週期性
密鋪，以潘洛斯磁磚為延伸，開始研究王氏磚。

摘要
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研究目的
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研究過程、方法及分析
一、名詞解釋

（一）M：長邊
（二） N：高和短邊
（三） T：邊的數量
（如右圖，M=6，N=1，T=3）

二、研究前提
題目如右：下面這個特殊形體，請試求它的體積

解答如下：這個特殊形體看起來是潘洛斯三角形，但把它旋轉 90 度後，它是一個很容易就能算出體積的三維
物體，如上圖，體積是 68 立方單位。

三、研究一：潘洛斯三角形的體積計算
（一）方法一：

第一種方法是將潘洛斯三角形拆成三個長方體，先算出一個長方體體積後再乘以三，之後再減掉一個等腰
直角三角柱體的體積，就可以算出潘洛斯三角形的體積。範例如下:

= + + = ×3  -

（二）方法二：
第二種計算潘洛斯三角體積的方法是將潘洛斯三角形，拆成三個長方體和一個等腰直角三角形。每一長方
體盡可能拆成最長的值為主，最後再加上一個等腰直角三角形的體積。就可以算出潘洛斯三角形的體積。

= +           +               -



五、研究三：潘洛斯三角形的投影面積

我們利用3D軟體印出一個潘洛斯三角形的原件，再利用實

務投影機實際投影後，發現其投影形狀和維基百科中的圖形相

同。故利用其圖形來算出投影面積，其圖形如下：

（一）方法一：我們拆成四邊形(梯形)和三角形後再乘3

（二）方法二：我們拆成三個平行四邊形再乘3

（三）經化簡後發現兩個式子是相同的，於是我們整理出
潘洛斯多邊形的投影面積如下：

（四）我們將其數據放入Excel後，目前得到的結果可參考於
附件。而我們觀察了體積和投影面積，使用許多方式
比較後，並無發現其中兩者有什麼顯著的關係。

（三）兩個方法總結：
這兩個方法導出的公式經過化簡後是相同的，且經由第二

個方法通式中的（M-2N-N）即可以看出M必大於3N時，此潘洛斯
三角形才可以成立。也就是說長邊一定得大於短邊的三倍。這
是我們在研究一時看不出來的，當時只發現畫出來的圖形看起
來不像潘洛斯三角形。後來換個方式算體積時才發現若M不大於
3N的話有一長條形的體積為負數，若我們可以肯定當M大於3N
時潘洛斯三角形才會在立體(GSP)圖形上成立

四、研究二：潘洛斯多邊形的體積
上述方法也適用於潘洛斯多邊形，其通式如下

潘洛斯三角形轉動角度研究過程如下：

步驟一：我們先將其角度歸零。圖形如

左圖所示。

步驟二：我們以原點為旋轉中心，垂直

向下旋轉35度後之圖示。

步驟三：我們以原點為旋轉中心，水平

逆時鐘旋轉45度後之圖示。

步驟四：結合步驟二和步驟三後發現，

完美的潘洛斯三角形即呈現。

可經由垂直向下旋轉35度，水平逆時鐘

旋轉45度呈現。
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六、研究四：潘洛斯三角形的角度問題
（一）潘洛斯三角形轉動角度問題

我想知道潘洛斯三角形是否轉動固定的角度才可以錯視
為一個三角形。於是我利用GSP軟體先畫出互相垂直的三軸立
體軸，於是我以圓點為旋轉中心，觀察其角度變化。最後驗
證每一個種類的潘洛斯三角形，皆可得到同樣的結論。可經
由垂直向下旋轉35度，水平逆時鐘旋轉45度呈現。
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一、利用GSP作圖的潘洛斯三角形立體轉動角度是此篇科展的重要發現，而錯視圖形一直是個有趣的題材，期許自己
未來可以有系統的構造出更多的錯視圖形，然後再利用GSP作圖來找出轉動角度，即可馬上看出其圖形的奇妙趣
味所在。

二、王氏磚的三角形鋪磚雖然有找到非週期性鋪磚，但是利用暴力搜索去拼和嘗試，希望未來能寫出程式，或是利
用嚴謹的數學理論能將其完整證明其是否有唯一性，或是找出所有的可能。

三、目前正在著手進行潘洛斯三角形及非週期性密鋪在化學上化合物合成及分子結構的關聯性的研究，希望有機會
能趕的及在國展上發表。
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